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Etude de courbes paramétrées et calculs de longueurs

Les exercices ou les questions marqués d’une étoile ne sont pas prioritaires.

1 Tracer des courbes paramétrées simples

Exercice 1. Déterminer une paramétrisation des courbes suivantes

ok i 0

—T

Exercice 2. Déterminer une paramétrisation de la droite A’ projettée orthogonale de la
droite A d’équation :

x=1+2\

y=—1+A\

z =2

dans le plan P d’équation z +y + z = 1.

Exercice 3.  Tracer, puis déterminer une paramétrisation (en coordonnées cartésiennes) des
courbes du plan décrites en coordonnées polaires par
1. r= L

2 cos(0)+3sin(0)’
2. r=4cos(0).

2 Etude de courbes paramétrées

z(t) =t — tanht

Exercice 4.  Soit la courbe paramétrée I' = (R, ¢) définie par ¢(t) = { 0 )
Yy = Cosht
pour t € R
1. Etudier la parité des fonctions z(+) et y(-). Quelle(s) symétrie(s) cela implique-t-il sur le

support de la courbe I' 7 Peut on réduire le domaine d’étude ?
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2(1 — 2sinh®t)/ cosh* ¢

2. Calculer ¢, ¢” (on donne ¢"'(t) = ((5 tanh ¢ — 6 tanh®¢)/ cosh ¢

>) et déterminer si I' &

un/des point(s) stationnaire(s).

3. On se place en t = 0 : donner la nature du point ¢(0) ainsi que le comportement local de
la courbe (faire un petit dessin).

4. On se place au voisinage de t = +oco. Etudier la branche infinie (asymptote et position
relative).

5. Faire le tableau de variations de I'.

6. Tracer la courbe I" ainsi que les tangentes et asymptotes étudiées aux questions précédentes.
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Exercice 5. (La deltoide) Soit la courbe paramétrée I’ définie par ¢(t) = {“;(t) = 2cost+ cos2t
y(t) = 2sint — sin 2t
pour t € [—7, 7]
1. Etudier la parité des fonctions z(-) et y(-). Quelle(s) symétrie(s) cela implique-t-il sur le
support de la courbe I'?
2. Calculer ¢/, ¢" et ¢".
3. Soit t € [—m, w[. Montrer que cos(t) — cos(2t) = 0 a trois solutions ¢t = 0 et t = 27/3 et
t=—2m/3.
4. Calculer la position des points stationnaires. Donner leur nature ainsi que le comportement
local de la courbe en leur voisinage (faire un petit dessin a chaque fois).
5. Calculer les tangentes aux points stationnaires et montrer qu’elles s’intersectent toutes en
un méme et unique point.
6. Faire le tableau de variations associé a ¢.
7. La courbe I' = ([—m, 7|, ¢) est-elle paramétrée par I’abscisse curviligne ?
8. Montrer que la longueur de I" est 16.

Exercice 6.* On se place dans le plan euclidien rapporté a un repéere orthonormé (O; i, 7).
Etant donné un réel o > 0, on note I' la courbe paramétrée ¢ : }—g, 5 { U } o 37”} — R? définie
par

¢a(t) = (1 4+ acost,tant + asint)

1. Etude des points stationnaires :
(a) Dans le cas a = 1, étudier les points stationnaires éventuels de la courbe I' et, pour
chacun, donner (en justifiant les calculs) sa nature et 1’allure locale de I" au voisinage.
(b) Montrer qu’il n’y a pas de point stationnaire pour « €0, 1[{U]1, 4+o0].
2. Tangentes : discuter, suivant «, le nombre (et la position) des points de I' admettant une
tangente horizontale ou verticale.
3. Un cas particulier : Dans le cas ou o = 8, étudier la courbe I' (symétries, variations, étude
asymptotique, représentation graphique...).
4. Donner 'allure de I' dans les cas ot a €]0,1[, a = 1 et a > 1.
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3 Calculer des longueurs

Exercice 7. Tracer le support et calculer la longueur L des courbes I' dans chacun des cas
sulvants :
cos®t

1. T est l'astroide de représentation paramétrique ¢ +— (sin3 ;

)aoﬁte[—ﬁ,ﬂ]eta>0

donné.
t —sint

2.% T est 'arche de cycloide de représentation paramétrique ¢ — (1 _ cost

) R, out e [0,2n]
et R > 0 donné.

3. T est la cardioide d’équation polaire ¢t — (T(t)> = (a(l +tcos t)> out € [—mmleta>0

donné.



